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             2102/  2102الفصل الأول    جامعة بنها          رابعة تربية رياضيات عام        

 ساعات    2 :تخلف ميكانيكا متصلة ونسبية      الزمن  كلية التربية   اجابة 

   2102/ 02/  22  :الأثنين   من ثالثة نظام قديم             قسم الرياضيات          

 

 بالتساوي( 01)الدرجة من جزء الميكانيكا المتصلة )أجب عن ثلاثة فقط (  :أولا 

 طرق دراسة الحركة للسوائل : -أ-1

تتحدد أى حٌكة دائما و ذلك بأن ننسبها الى مجموعة من المحاور 

321 ,, xxx  مثلا و هً أما أن تكون محاور متعامدة و هً تتحدد بمجموعة

zyxالمحاور الكارتٌزٌة . و نرمز لها بالرمز  أو بأى مجموعة محاور    ,,

 أخرى منحنٌة مثلا أو ..............

و تتحرك النقطة المادٌة أو جزئ السائل بالنسبة الى هذه المجموعة من 

حٌث  ixأحداثٌاتها  المحاور اذا كانت 3,2,1i  تتؽٌر بتؽٌر الزمن أى ان

ix  داله فً الزمن أى

      13,2,1 itfx ii 

و بذلك من الممكن معرفة حركة الجسم اذا عرؾ قانون الحركة  1  و .

 هناك وجهتان نظر لدراسه الحركة عموما بالنسبة للسوائل .

 Lagrangian methodطريقة لاجرانج  - أ
 و هً تتلخص فً تتبع حركة جزئ من السائل .

أى أن هذه الطرٌقة تعتنً بحركة كل جسٌم أو جزئ من السائل على حده 

 otبقة بإعتبار أن أحداثٌات هذا الجزئ دوال فً الزمن و لوصفه فً لحظة سا
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),,(كانت احداثٌات الجزئ هً  otأى أنه بفرض أن عند اللحظة  321   او

 cba هً  tفإنه عند أى لحظة ستكون  ,, 321 ,, xxx  و هذه سوؾ تتعٌن

321أى  otكدوال فً الزمن و  فً المتؽٌرات عند  ,,  
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,,,tتسمى  321  .بمتؽٌرات لاجرنج 

 و تكون مركبات السرعة و العجلة كالتالى 
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 Euler's methodsطريقة اويلر  - ب
اما اذا كان اهتمامنا لٌس بتارٌخ الحركة لجزئ منفرد و لكن بماذا ٌحدث فً 

لحظات مختلفة من الزمن عند نقط هندسٌة فً الفراغ بالنسبة الى أحداثٌات ما 

321و لتكن إحداثٌاتها   ,, xxx . فهذه هً وجهه نظر اوٌلر 

فً الفراغ لها أحداثٌات  فمثلا نختار نقطة ما  321 ,, xxx  و نرى ماذا

ٌحدث عند هذه النقطة فً لحظات  من الزمن هذه المتؽٌرات تسمى بمتؽٌرات 

 أوٌلر.

و من الأمثلة على وجهتى نظر لاجرانج و أوٌلر هً حركة أو إنسٌاب الماء 

فً قناه فأما أن نتبع حركة جزئ من السائل من المنبع الى المصب و هذه 

وجهه نظر لاجرانج أو عند نقطة من القناه نتتبع ماذا ٌحدث عندها عند 

 لحظات متتالٌة من الزمن و هذه وجهه نظر اوٌلر. 
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ء من وجهه نظر أوٌلر أولا جرانج تعتبر معروفه اذا علم و الحركة سوا

متؽٌرات الحركة ) التً هو كل ما ٌتعلق بالخواص للسائل مثل السرعة و 

العجلة و الكثافة و الضؽط و درجة الحرارة ,.........( بدلالة متؽٌرات كل 

 طرٌقة . 

 و فً دراستنا سوؾ ندرس الحركة من وجهه نظر أوٌلر .

  oq
t




 



. 

و هذه هً الصٌؽة النهائٌة لمعادلة الاتصال . و هناك صٌػ اخرى ٌمكن بها 

 كتابة هذه المعادلة 

  oqdiv
t




 


 

 و لكن

     qqqqdiv ...  


 

 فتكون معادلة الإتصال هً   

  oqq
t
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 و لكن من العلاقة السابقة 
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 و بذلك نحصل على الصورة التالٌة لمعادلة الإتصال  
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oإذا كان السائل ؼٌر قابل للإنضؽاط اى ان الكثافة ثابتة   
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  oqdivoroq 
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 و هذه المعادلة فً الاحداثٌات الكارتزٌة تصبح 
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 و فً الاحداثٌات القطبٌة 
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 و فً الاحداثٌات الإسطوانٌة تأخذ الصورة 
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  تمثل حركة ممكنه للسائل 
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oqأى أن الحركة ؼٌر دورانٌة حٌث   

 

 الحدية على السطوح الصلبة الشروط -أ – 2

لا ٌوجد إنسٌاب للمائع خلال السطوح الصلبة أى لا ٌمكن للسائل  -أ 

 أن ٌخترق السطوح الصلبة و الذي ٌوجد بداخله المائع.                                                      

 عند أى نقطة   مركبة سرعة المائع العمودٌة على السطح    

 عند هذه النقطة   تساوى مركبة السرعة العمودٌة للسطح الصلب .
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 . إذا كانت حركة المائع ؼٌر دورانٌة         متجه الوحدة العمودي على   

     ⃗⃗   

  
  

  
      

إذا كان المائع الحقٌقً ) ؼٌر مثالى (. المركبة المماسٌة  -ب 

ة تكون واحدة عند أى لسرعة المائع و سرعة السطوح الصلب

نقطة من السطح نظرا للزوجة. و فً حالة عدم تحرك السطح 

الصلب أى تكون سرعته تساوى صفر تكون سرعة المائع 

المماسٌة مساوٌة للصفر و ٌسمى هذا الشرط بشرط عدم 

 الإنزلاق .

إذا كان المائع مثالى فإن مركبة السرعة المماسٌة للمائع تختلؾ  -ج 

ب و ٌمكن تعٌٌن السرعة المماسٌة للمائع عن سرعة السطح الصل

بحل المسألة. و فً هذه الحاله ٌتوافر شرط الإنزلاق لا ٌوجد أى 

 شروط بالنسبة للقابلٌة للإنضؽاط فً حالة الموائع المثالٌة . 

 الشروط الحدية على الحد الفاصل بين مائعين  -1

 فً الشكل المجاور ٌبٌن مائعٌن ٌفصلهما سطح لتكن       

  على الترتٌب .       سرعتاهما عند نقطة واحدة على السطح الفاصل هما

  لا ٌوجد إنسٌاب خلال السطح  1,2عند الحد الفاصل بٌن المائعٌن  - أ

           

                    

عند أى نقطة من السطح تكون مساوٌة   أى أن المركبة العمودٌة للمائع 

عند نفس النقط و كلاهما مساوٌا لسرعة السطح  2للمركبة العمودٌة للمائع 

 العمودٌة عند نفس النقطة.
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كان المائع حقٌقٌا تكون المركبة المماسٌة للسرعة واحدة لكل إذا   - ب

 .  عند أى نقطة من السطح  2و1من السطح و المائعٌن 

مائع مثالٌا فإن السرعة المماسٌة لكل من المائعٌن تكون إذا كان ال -جـ 

مختلفة و تتحدد بالشروط الموجودة بالمسألة حٌث أن شرط الإنزلاق 

 .موجود 

إذا أهملنا التوتر السطحى ,و كان الضؽط متصل عند أى نقطة من  -2

  السطح 

                     

 

 الشروط الإبتدائية 

 ∞فً المالانهاٌة إذا كان المائع ساكنا  -

                             

  فً اتجاه محور    إذا كان ٌتحرك بسرعة  -
                                                     

       

 فً حالة حركة المائع ؼٌر دورانٌة أى أنها حركة ذات جهد 

   (       )     (
 

 
) 

       
 

 
                  

 فً حالة المائع ساكن 
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      (
 

 
) 

إذا كان اللؾ مساوٌا للصفر حول اى منحنى مؽلق و لا ٌوجد اى منبع أو 

                     مصب خطً, حٌنئذ         
 

 
                           

  -ب

 

  فً إتجاه السرعة    أٌضا نأخذ محور 

 الحركة متماثلة حول هذا المحور .

      بإستخدام الاحداثٌات الكروٌة 

و   تعتمد على   . إذا كانت       . و لكن تعتمد على   لا تعتمد على   

 حٌث أن الحركة منتظمة 

 فقط    تعتمد على      

 هً تحقق معادلة لابلاس    

      

 

  
      

  

  
 
 

  

     

 

  

  
   

 
 

  
  
  

  
 
 

    

 

  
    
  

  
                   ( ) 

 و الشروط الحدٌة 

                                                            ( ) 
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                                              ( ) 

 على الصورة   بفرض أن 

  (   
 

  
)      

بنفس الطرٌقة السابقة و بإستخدام  ( )و هذا ٌنتج أٌضا ناتج من المعادلة 

 الشروط الحدٌة نحصل على 

( )     

( ) 
      

  
                                

   

 
 

   
   

   
     

 و هذا هو جهد السرعة 

 

 فً هذه الحالة للحصول على طاقة حركة المائع 

    
 

 
 ∫    

  

  
  

   

 

 

         
 

 
 ∫
      

 
         

       
 

 
    ∫             
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    ∫ ∫                 

  

   

 

   

 

      
 

 
    ∫                 

 

 

 

      
 

 
       

 

 
 
 

 
(
 

 
    )   

      
 

 
    

 هً كتلة السائل المزاح  حٌث 

 معادلات أوٌلر -أ -3

  

  
 
  

  
 
 

 
 ⃗⃗         ⃗⃗    

 

 
 ⃗⃗   ( ) 

  

  
 (    ⃗⃗ )      

 

 
 ⃗⃗                              ( ) 

معادلات قٌاسٌة و ذلك بإستخدام  3كتابتها على صورة  ٌمكن ( )المعادلة 

 الأحداثٌات الكارتٌزٌة أى 

  

  
  
  

  
  
  

  
  
  

  
    

 

 

  

  
 

  

  
  
  

  
  
  

  
  
  

  
    

 

 

  

  
             ( ) 
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هو متجه موضع   , بفرض أن   حٌث أن السرعة الزاوٌة الثابتة هً  -ب

 نقطة على المائع. 

 سرعة هذه النقطة    

    |

   

   
   

| 

                          

 (        )مركبات السرعة هً     

 (      )مركبات القوى الخارجٌة      

 هً عجلة الجاذبٌة الأرضٌة لوحدة الكتل   حٌث 

بتطبٌق معادلات اوٌلر للحركة للحصول على الضؽط و حٌث ان الحركة 

 مستقرة 

  

  
   

      (  )      
 

 

  

  
 

     ( )        
 

 

  

 
 

          
 

 

  

  
 

 و لكن 
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          (       )       

   
   

 
(     )        

2- 

 هو بعد النقطة الثابتة   نفرض أن 

 هو بعد النقطة الثابتة   نفرض أن 

 عن الطرؾ الحر القرٌب من السائل

 و ان سرعه السائل عند أى نقطة على 

فتكون القوى الخارجٌة المؤثرة لوحدة الأطوال ) لأن   هو   من   بعد 

و   و تتجه الى النقطة      𝜇وحدة الاطوال تتناسب مع وحدة الحجوم ( هو 

 حٌث ان الانبوبة رقٌقة فإن الحركة تكون تقرٌبا على بعد واحد

 لدراسة الحركة معادلة الاتصال 

  

  
  ⃗⃗  (   )    

 ثابته    

 ⃗⃗       

 
  

  
 
  

  
 
  

  
   

 هً   و لكن مركبات السرعة 

(     ) 
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                                                             ( ) 

 معادلة الحركة لاوٌلر تأخذ الصورة 

  

  
  
  

  
    

 

 

  

  
 

 فقط   لان الحركة فً إتجاه محور 

                                    𝜇  

 
  

  
  
  

  
  𝜇  

 

 

  

  
                                ( ) 

                                         و من معادلة الأتصال           
  

  
   

 
  

  
  𝜇  

 

 

  

  
 

ٌتلاشى بإجراء   داله فً الزمن فقط لأن تفاضلها بالنسبة الى   و حٌث أن 

  تكامل المعادلة السابقة بالنسبة الى 

  
  

  
  
 

 
 
 

 
𝜇     

 ثابت التكامل   حٌث 

     فإن     عندما 

 
  

  
  
  
 
 
 

 
𝜇     

     فإن         عندما   
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(    )
  

  
  
  
 
 
 

 
𝜇(    )    

 من هذٌن الشرطٌن بالطرح 

 
  

  
  𝜇(   )                                                  ( ) 

 و حٌث أن سرعة تدفق السائل 

  
  

  
 

 
   

   
  𝜇(   )                                                     ( ) 

 نحصل على   بالتكامل مرتٌن بالنسبة الى 

(   )      (√𝜇   )                                       ( ) 

ثوابت تتعٌن من      و ٌعنً هذا ان السائل داخل الانبوبة ٌتحرك ح.ت.ب 

الشروط الإبتدائٌة للحركة, كما ٌمكن حساب الضؽط عند أى نقطة من معادله 

 اوٌلر 

  

  
  𝜇  

 

 

  

  
                                                       ( ) 

 ( )وبإستخدام المعادلة   و بالتكامل بالنسبة الى 

  𝜇(   )   
 

 
  
 

 
𝜇                           ( ) 

 نحصل على   ثابت          و بالتعوٌض عن   حٌث 

    
 
 
 

 
𝜇(   )(      )                              ( ) 


