
 رابعت رياضياث                                           نوىذج اجابت                    جاهعت بنها    

  نسبيت+هىائع:  الوادة                                                                      عامكليت التربيت 

 01/0/6102:  الأحد(        الزهن ساعت واحدة)قسن الرياضياث          جزء ديناهيكا الوىائع

 (دسخخ مُصػخ ثبىزسبَِ ػيّ الأسئيخ 021اىذسخخ اىنييخ )أخت ػه سؤاىيه فقظ ممب ييّ 

 .امزت ثذَن ثشٌبن اىصُس اىمخزيفخ ىمؼبدىخ الأرصبه  -أ-0

اىشأسّ َمبوذ قُح    زُه مسُس    ωارا داس مبئغ مدسم مزمبسل ثسشػخ صاَيخ ثبثزخ   -ة   

أَخذ اىضغظ اىُاقغ ػيّ ,الأسضيخ ٌّ اىقُح اىُزيذح اىخبسخيخ اىمؤثشح ػيّ اىمبئغ    اىدبرثيخ

 .اىمبئغ 

𝜑    ادسط ثبىزفصيو مغ اىشسم الأوسيبة ىمبئغ داىخ خٍذي ٌّ -ج                ,  

خطُط رسبَِ اىدٍذ , خطُط الأوسيبة َاردبٌٍب " مُضسب ,   مُخت    ػذد زقيقّ       

 .ادسط اىسبىخ اىخبصخ   ىٍزا اىمبئغ .

----------------------------------------------------------------------------------------------- 

 .مؼبدلاد أَييش ىسشمخ مبئغ غيش ىضج ثذَن ثشٌبن –مؼبدىخ ثشوُىّ  -:ارمش مبرؼشفً ػه  -أ -2

مُخُد فّ     خلاه مىسىّ   𝜓َداىخ الأوسيبة       خ ثيه فيض اىمبئغ  اسزىزح اىؼلاق -ة   

 . اىمبئغ

ارا مبوذ اىسشمخ غيش دَساويخ .فّ مبئغ سبمه   رزسشك ثسشػخ     مشح وصف قطشٌب   -ج   

داىخ خٍذ اىسشػخ َأثجذ أن طبقخ زشمخ اىمبئغ      ذأَخ,
 

 
 .مزيخ اىمبئغ اىمضاذ   ,      

---------------------------------------------------------------------------------------------- 

 .اىُسظ اىمزصو  –سيمبن  -ششَط مُشّ –اىسشمخ فّ ثؼذيه  -: ارمش مبرؼشفً ػه -أ – 3

𝜑أدسط الأوسيبة ىمبئغ داىخ خٍذي ٌّ     -ة      مغ اىشسم  خطُط " مُضسب      

 .مبرا يمثو ٌزا الأوسيبة.خطُط رسبَِ اىدٍذ ,  الأوسيبة

أوجُثخ مسزقيمخ راد مقطغ مىزظم ػيّ شنو صاَيخ قبئمخ ثجزذ ثسيث ينُن أزذ أضلاع  -ج

َالأفقّ ػيّ ثؼذ     اىقبئمخ أفقيب َالأخش سأسيب َاىسبئو يميلأ اىدضء اىشأسّ ػيّ اسرفبع    اىضاَيخ

أن سطر اىسبئو فّ   ا فزر اىصىجُس ََخذ ثؼذ صمه  اىشأسّ زيث يُخذ صىجُس مغيق فبر مه   

    زيث                فأثجذ أن     اىدضء  اىشأسّ قذ اوخفض مسبفخ   
 

  ⁄  

 ( مسمُد ػجذ اىؼبطّ/ د.أ. أطيت رمىيبرّ ثبىزُفيق مغ     ).



 (رابعت تربيت رياضياث عام)نوىذج اجابت ديناهيكا الوىائع                

 درجة( 41)اجابت السؤال الأول

 درجات( 8)     اىصُس اىمخزيفخ ىمؼبدىخ الأرصبه-أ 

                                                             

َ ٌىبك صيغ اخشِ يمنه ثٍب مزبثخ . َ ٌزي ٌي اىصيغخ اىىٍبئيخ ىمؼبدىخ الارصبه 

 ٌزي اىمؼبدىخ 

 
 

 َ ىنه

 

 فزنُن مؼبدىخ الإرصبه ٌي   

 

 َ ىنه مه اىؼلاقخ اىسبثقخ 

 

 َ ثزىل وسصو ػيّ اىصُسح اىزبىيخ ىمؼبدىخ الإرصبه  

   7. oq
dt

d
 


 

 

 إرا مبن اىسبئو غيش قبثو ىلإوضغبط اِ ان اىنثبفخ ثبثزخ   



 

 َ ٌزي اىمؼبدىخ في الازذاثيبد اىنبسرضيخ رصجر 

 
 َ في الازذاثيبد اىقطجيخ 

 
 َ في الازذاثيبد الإسطُاويخ رأخز اىصُسح 

    
 
هو متجه موضع نقطة   , بفرض أن   حٌث أن السرعة الزاوٌة الثابتة هً  -ب

 درجة( 02)                   على المائع. 

 سرعة هذه النقطة    

    |

   

   
   

| 

                          

           مركبات السرعة هً     

         مركبات القوى الخارجٌة      

 هً عجلة الجاذبٌة الأرضٌة لوحدة الكتل   حٌث 

 بتطبٌق معادلات اوٌلر للحركة للحصول على الضغط و حٌث ان الحركة مستقرة 

  

  
   

               
 

 

  

  
 

               
 

 

  

 
 



          
 

 

  

  
 

 و لكن 

   
  

  
   

  

  
   

  

  
   

                         

   
   

 
              

 نفرض أن الحركة المستوٌة معطاه بدالة الجهد  -ج

𝜑                                                                    

أمكن  𝜑ٌجب أن نلاحظ انه إذا عرفت      ثابت حقٌقً موجب أى أن  حٌث 

 و العكس صحٌح إذا أن  𝜓معرفة 

   
 𝜑

  
  

 𝜓

  
 

 و بالتكامل نجد أن 

𝜓  ∫
 𝜑

  
        

فقط و بالتعوٌض عن   دالة فً      حٌث 
  

  
 من  

𝜓  ∫           

               

 فنجد أن   بالنسبة الى     فقط( نفاضل   ) دالة فً      و لتعٌٌن الدالة 

 𝜓

  
           

 و لكن



 𝜓

  
  

 𝜑

  
     

               

                           

 

 نجد أن     و بالتعوٌض فً 

𝜓              

 بالصورة  𝜓و بما أن الثابت إختٌاري فٌمكن أخذ 

𝜓       

𝜓               معادلة الخطوط الإنسٌابٌة هً                                         

                                                                              أى هً

 ثابت .  حٌث 

أى ان مجموعة الخطوط الإنسٌابٌة عبارة عن مجموعة من القطوع الزائدة 

 خطوطها التقرٌبٌة هً محاور الأحداثٌات.

تكونان موجبتٌن معا أو بسالبتٌن معا و ٌتبع فرعا     فإن     و إذا كانت 

 القطع الزائدة فً الربعٌن الأول و الثالث.  

 فإن فرعً القطع الزائد ٌقعان فً الربعٌن الثانً و الرابع.    و إذا كانت 

      نسٌابٌة ٌمثلها محورا الاحداثٌات فإن خطوط الإ    و إذا كانت 

( و     و تسمى عندئذ بالخطوط الإنسٌابٌة الصفرٌة ) أى المناظرة للقٌمة   

 النقطة التى تكون عندها السرعة مساوٌة الصفر تسمى بالنقطة الحرجة.

          حٌث   على محور   و لإٌجاد إتجاه الإنسٌاب نعتبر نقطة ما 

 هذه النقطة ٌكون  عند

   ( 
 𝜑

  
)
 

           



   ( 
 𝜑

  
)
 

   

و ٌكون الإنسٌاب كما فً   تكون فً الإتجاه السالب لمحور   اى أن السرعة عند 

 بثابت نحصل على منحنٌات تساوي الجهد و هً: 𝜑و إذا ساوٌنا     الشكل 

                

     من القطوع الزائدة تتعامد مع المجموعة وواضح أنها عبارة عن مجموعة 

 أى مع مجموعة الخطوط الإنسٌابٌة.

 بخطوط منقطة.    و خطوط تساوي الجهد مبٌنة فً شكل 

و إذا اخذنا الجزئٌن الموجبٌن من المحورٌن السٌنً و الصادي ) و هً الخطوط 

كن عمله دائما الإنسٌابٌة الصفرٌة( كحائطٌن صلبٌن ) كمستوٌٌن جاسئٌن( و هذا ٌم

 فً حالة المائع المثالً بسبب عدم وجود اللزوجة, فإن الإنسٌاب تحت الأعتبار

𝜑           

 .    ٌمثل إنسٌابا داخل زاوٌة قائمة كما فً شكل 

 

 

 

 

 

 

 

حٌث نهاٌتاه هما     و لنبحث الآن تدفق المائع خلال منحنى إختٌاري 

 واضح أن فً هذه الحالة ٌكون:                 

  𝜓  𝜓                    

𝑦 

𝑥 

𝑀 
𝑜 

 شكل    

𝑦 

𝑥 

𝐵 

𝐴 
 شكل     



تتعامد مع الخط الإنسٌابً و الذي ٌشمل خطٌن     و هذا ما ٌجب ان ٌكون إذا أن 

   مستقٌمٌن أى أن حجم المائع الذي ٌدخل خلال فترة زمنٌة ما خلال المنحنى 

ٌساوي حجم المائع الخارج من هذه المنطقة نفسها خلال الفترة     فً المنطقة 

 درجة(21)                              الزمنٌة. 

 درجة( 41)اجابت السؤال الثانى

 درجات( 4) هعادلت برنىلى -أ

 و بالتكامل بالنسبة الى الموضع نجد أن 

 
 𝜑

  
 

 

 
                                   

 و هذا الثابت سٌكون داله فً الزمن إذ أن التكامل سٌكون بالنسبة الى الموضع.

 كوشً و على هذا نستنتج ما ٌأتى : -هذا المقدار أو التكامل ٌسمى نتكامل لاجرانج

 المعادلة 

 

 
             

 لبرنولى تسمى بمعادلة برنولى أو التكامل العام

 

 

 درجات( 6)جهعادلاث أويلر لحركت هائع غير لز -

 

  ⃗

  
  ⃗  

 

 
 ⃗⃗⃗                                                    

 و هً معادلة حركة السائل . 

 و بالتعوٌض عن الطرف الأٌسر بدلالة العجلة المعطاه الأتجاهٌه سابقا نحصل على 

  

  
 

  

  
 

 

 
 ⃗⃗⃗    ⃗    ⃗⃗⃗    

 

 
 ⃗⃗⃗      



  

  
 ( ⃗  ⃗⃗⃗) ⃗   ⃗  

 

 
 ⃗⃗⃗                                 

معادلات قٌاسٌة و ذلك بإستخدام  3ٌمكن كتابتها على صورة     المعادلة 

 الأحداثٌات الكارتٌزٌة أى 

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
    

 

 

  

  
 

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
    

 

 

  

  
                 

  

  
  

  

  
  

  

  
  

  

  
    

 

 

  

  
 

 و على ذلك نكون قد حصلنا لأى سائل ٌتحرك على المعادلات السابقة. 

 (: 𝝍فيض السائل خلال اى منحنى موجود في السائل ) المعنى الطبيعي للدالة  -ب

موجود فً السائل بأنه حجم السائل الذي    ٌعرف فٌض السائل خلال أى منحنى 

 درجة( 05)   .فً وحدة الزمن    ٌخترق المنحنى 

 ملحوظة:

فإننا نقصد بذلك    عندما تتكلم عن فٌض السائل خلال أى منحنى فً المستوى 

فٌض السائل خلال سطح إسطوانى له مقطع هو هذا المنحنى و ممتد الى اللانهاٌة 

العمودي على المستوى و ذلك خلال وحدة الأطوال من هذه   فً اتجاه محور 

 الاسطوانة .

 

 

 

 

هو متجه الوحدة العمودي على  ⃗⃗ . نفرض أن  ⃗ نفرض ان سرعة السائل هً 

 المنحنى الى الخارج.

𝑦 

𝑑𝑠 

𝐵 

𝐴 

�⃗⃗� 

𝛼 

𝑥 

𝑦 

𝑥 

𝑑𝑠 
 

 

�⃗⃗� 

𝛼   𝛼 

𝑑𝑦 

𝑑𝑥 



 .  ⃗  ⃗⃗  بذلك تكون مركبة سرعة السائل فً إتجاه عمودي على المنحنى هً 

من المنحنى فإن حجم السائل الذي ٌخترق مساحة من الإسطوانة    بأخذ عنصر 

 اللانهائٌة على هٌئة مستطٌل طوله ٌساوى طول الوحدة من الأسطوانة و عرضه 

من المنحنى الموجود    من مقطع الاسطوانة اى طول    ٌساوي طول الجزء 

 و ذلك فً وحدة الزمن هو     فً المستوى 

  ⃗⃗  ⃗      

كون الحجم الكلً الذي ٌخترق الأسطوانة التً طولها الوحدة و مقطعها هو بذلك ٌ

 خلال وحدة الزمن هو   المنحنى 

  ∫  ⃗  ⃗⃗   

 

 

 

هو متجه الوحدة العمودي على المنحنى الى الخارج و هذا المتجه  ⃗⃗ و لكن المتجه 

هً  𝛼على الرأس الى أسفل حٌث  𝛼كما هو واضح من الرسم سوف ٌمٌل بزاوٌة 

 زاوٌة مٌل المماس للمنحنى فٌكون 

 ⃗⃗       𝛼  ⃗     𝛼  ⃗ 

 لأن طوله الوحدة أى 

 ⃗⃗     𝛼  ⃗     𝛼  ⃗ 

 فهو  ⃗ أما المتجه 

 ⃗    ⃗    ⃗ 

 هو    و على ذلك ٌكون الفٌض للسائل خلال المنحنى 

  ∫  ⃗  ⃗⃗   

 

 

 ∫     𝛼      𝛼   

 

 

 

       ∫ ( 
  

  
  

  

  
)   

 

 

 



 𝜓بدلالة الأنسٌاب      بدلا من     و بالتعوٌض من معادلة كوشً رٌمان 

 نحصل على الفٌض هو 

  ∫ (
 𝜓

  
   

 𝜓

  
  )

 

 

 ∫  𝜓

 

 

 

   𝜓  𝜓                                               

 فً وحدة الزمن ٌساوي الفرق بٌن   أي أن حجم السائل الذي ٌخترق المنحنى 

عند نهاٌة و بداٌة المنحنى . أى ٌعتمد فقط على قٌمة دالة  𝜓دالتً الإنسٌاب 

 الانسٌاب عند نهاٌتً المنحنى.

و مركزها عند   نصف قطرها  Σو كرة كبٌرة   بإعتبار المائع محدود بسطح  -ب

  نقطة أصل التى تحتوى 

 

  فً إتجاه السرعة    أٌضا نأخذ محور  -ج

 الحركة متماثلة حول هذا المحور .

 𝜓    بإستخدام الاحداثٌات الكروٌة 

 

𝜑  لا تعتمد على𝜓  و حٌث   تعتمد على   . إذا كانت       . و لكن تعتمد على

 أن الحركة منتظمة 

 𝜑  فقط    تعتمد على    

 هً تحقق معادلة لابلاس    

  𝜑    

 

  
      

 𝜑

  
 

 

  

     

 

 𝜑

  
   

 
 

  
  

 𝜑

  
 

 

    

 

  
    

 𝜑

  
                       

𝜃 

𝑈 𝜓 

𝑥 
𝜃 

𝑎 



 و الشروط الحدٌة 

𝜑                                                                

 
 𝜑

  
                                                  

 على الصورة  𝜑بفرض أن 

𝜑  (   
 

  
)      

بنفس الطرٌقة السابقة و بإستخدام الشروط     و هذا ٌنتج أٌضا ناتج من المعادلة 

 الحدٌة نحصل على 

        

    
      

  
                                

   

 
 

 𝜑  
   

   
     

 و هذا هو جهد السرعة 

 فً هذه الحالة للحصول على طاقة حركة المائع 

    
 

 
 ∫ 𝜑  

 𝜑

  
  

   

 

 

         
 

 
 ∫

      

 
         

       
 

 
    ∫         



       
 

 
    ∫ ∫                𝜓

  

   

 

   

 

      
 

 
    ∫                 

 

 

 

      
 

 
       

 

 
 

 

 
(
 

 
    )   

      
 

 
    

 درجة( 05)   .هً كتلة السائل المزاح   حٌث 

 

 درجة( 41)اجابت السؤال الثالث 

 درجات(3 )تعريف الحركة في بعدين -0

مثلا ) فً   zإذا كانت المتغٌرات للحركة لا تعتمد على البعد الثالث و لٌكن المتغٌر

 الأحداثٌات الكارتٌزٌة ( كذلك تكون السرعة فً هذا الإتجاه تساوى صفر أى أن 

                                            
 

  
                 

 فمثلا إذا تكلمنا عن أى منحنى أو أى خط فً هذا المستوى

 فإن هذا ٌعنى أننا نتكلم عن إسطوانة لها المقطع هذا 

 المنحنى و ممتدة الى اللانهاٌة أو مستوى ممتد الى اللانهاٌة. 

 ٌكفً لدراسة هذه الحركة دراستها فً إحدى المستوٌات 

 لأنه فً جمٌع   العمودٌة على البعد الثالث 

 المستوٌات تكون الحركة متشابهه.

𝑞  𝜌 𝑇 𝑝 

𝑞  𝜌 𝑇 𝑝 



   
 𝜑

  
  

 𝜓

  

   
 𝜑

  
  

 𝜓

  }
 
 

 
 

                                                                 

     المعادلات السابقة هً نفسها شروط كوشً رٌمان لوجود الدالة التحلٌلٌة 

 على الصورة   فً المستوى المركب        كدالة فً العدد المركب 

     𝜑       𝜓                 √   

           𝜑   𝜓                                                        

   هذه الدالة تسمى بدالة الجهد المركب 

 درجات(3 )الوسط المتصل 

هو الوسط الذي فٌه توزٌع دوال الكثافة أو الكتلة و جمٌع الخواص 

 الطبٌعٌة للوسط تكون دوال متصلة .

المٌكانٌكا النظرٌة ندرس حركة الأجسام المادٌة أو أجسام فمثلا فً 

منفصلة عن بعضها و كذلك دراسة حركة الأجسام الصلبة و لكن فً 

مٌكانٌكا الوسط المتصل فإننا ندرس مثل هذه الحركة للأجسام الصلبة و 

لكن الذي تملأ الفراغ بصورة متصلة بدون انقطاع و المسافات بٌن النقط 

 كة سوف تتغٌر .فً أثناء الحر

 03)نفرض أن جهد السرعة لحركة مستوٌة لمائع غٌر قابل للإنضغاط هو -ب

 درجة(

     √      

 و بإستخدام الأحداثٌات القطبٌة تكون بالصورة

        

 لدراسة هذا الإنسٌاب نوجد أولا دالة الإنسٌاب كالآتى:

 𝜑

  
 

 𝜓

  
 



 𝜓  ∫
 𝜑

  
        

 و لكن

 𝜑

  
 

  

     
 

 𝜓   ∫
 

     
      

               
 

 
      

 فنجد أن   نفاضل المعادلة الأخٌرة بالنسبة الى      و لإٌجاد ثابت التكامل 

 𝜓

  
  

 

  (
  

  )
(
  

 
)        

 و لكن 

 𝜓

  
  

 𝜑

  
 

 

     
                      (𝜓 𝜑 العلاقة  بٌن) 

        
 

     
 (من المعادلة الأخٌرة)                             

                            

 𝜓و بالتعوٌض فً دالة الأنسٌاب 

  𝜓        
 

 
        

 ٌمكن أن تأخذ دالة الإنسٌاب الصورة  و بما أن ثابت إختٌاري 

𝜓        
 

 
 

 و لكن



𝜓         

      
 

 
          

 ثابت إختٌاري.  حٌث 

 و كما نعلم فإن سرعة المائع ذات الجهد هً 

        𝜑        
 

  
     

  
 

 
 ̂  

 

  
 

متجه الموضع و عند نقطة الأصل نجد أن السرعة   هو متجه الوحدة ,  ̂ حٌث 

ٌحدث بها عدم إتصال اى تصل قٌمتها الى اللانهاٌة. و هذا ٌسمى ان هناك إضافة 

حدٌة للمائع ) إضافة موجبة و ٌطلق علٌها منبع او إضافة سالبة ٌطلق علٌها مصب 

. ) 

نٌة واحدة( ٌمكن المتدفق فً وحدة الزمن ) ثا  و على وجه العموم فإن حجم المائع 

و مركزها نقطة الاصل و ٌكون حجم المائع   حسابه بأخذ دائرة نصف قطرها 

    المتدفق فً وحدة الزمن هو  

       

          ⃗⃗⃗𝜑 

 فقط أى أن  و فً حالة إعتبار دالة الجهد دالة فً 

𝜑  𝜑    

 فإن

       
 𝜑

  
                               (

 𝜑

  
 

 𝜑

  
 (لأن  

  𝜑   
 

  

 

 
   

 ثابتة فإن  فإذا كانت 



𝜑   
 

  
     

 و ٌمكن بسهولة إثبات أن 

𝜓   
 

  
  

 و على ذلك فإننا درسنا فٌما سبق منبعا قدرته

     

 فإذا كان حجم المائع المتدفق فً الثانٌة الواحدة هو

      

  او بعبارة أخرى ٌعرف المنبع ذو الشدة   strengthتسمى بشدة المنبع   فإن 

 .    بأن الفٌض خلال أى منحنى ٌحٌط به ٌساوي 

 كالآتى: 𝜓 𝜑و بذلك ٌمكن كتابة كل من 

𝜑             
𝜓               

}                            

 و فً الحالة التى ٌنساب فٌها المائع فً إتجاه مضاد أى ٌدخل الى نقطة الأصل

 .  Sinkبأشعة مستقٌمة فإن الانسٌاب فً هذه الحالة ٌسمى بالمصب 

 

 

 

 

 

  فً حالة المصب ٌكون   

𝜑        
𝜓          

}                                  

       منبع مصب



المصب هو  ;شدة المصب او بمعنى آخر   ) الأختلاف فً الإشارة فقط ( حٌث 

 .     منبع شدته 

 

 درجة( 08)الحل

          بعد أى نقطة فً السائل عند   نفرض أن -ج

 فً إتجاه الأنبوبة Aسرعة اى نقطة    و أن 

⃗  ⃗⃗⃗     من معادلة الاتصال      

 
   

  
                                                    

    لٌست لها سوى مركبة رأسٌة واحدة بالنسبة الجزء الرأسً و تمثل    

)    لا تعتمد على    معادلة الإتصال . أى ان 
   

  
و هً بالتالى   (  

 تساوى سرعه هبوط السائل 

                                                             

⃗⃗⃗ )و لكن الحركة غٌر دورانٌة    ⃗ و بإدخال جهد السرعة   (  

( ⃗     أى أن    ( ⃗⃗⃗   
  

  
   و بالتكامل بالنسبة الى  

                                             

 من معادلة برنولى 

 

 
 

 

 
     

  

  
                           

 و لكن 

      ̇   
  

  
 

 

 

 

 
 

 

 صنبور

 

 



 
 

 
      ̈    

 

 
                       

 فً الجزء الرأسً من الأنبوبة فإن    إذا كانت النقط 

داله جهد و                                                     

 الموضوع 

 البعد الرأسً عن نقطة ثابتة         عجلة الجاذبٌة                 

 أما إذا كانت  فً الجزء الأفقى من الأنبوبة 

داله الجهد و                                                   

 الموضع 

 البعد الرأس من نقطة ثابتة        عجلة الجاذبٌة                       

     نجد أن .......... الضغط الجوى عند السطح الحر     من 

                             

 

 
      ̈     

  

 
                   

 

 
           ̈     

  

 
      

}
 

 

            

 و بالطرح نجد أن 

 ̈   
 

  
      

  ̈   (
 

  
)                                                 

 , زمنها الدوري ح,ت,بو على ذلك تكون الحركة هً 

  
  

 
   √

 

 
 



           (√
 

  
  𝛼)                          

 فإن     عندما  𝛼  تعٌٌن الثوابت  

                                      

                           𝛼    

   *     √
 

  
 +                                         

ثم     لإٌجاد الضغط عند أى لحظة نوجد أولا الثابت فً المعادلة  

 .   نعوض فً المعادلة 

 

 تمت الأجابة النموذجٌة

 ا.د.محمود عبد العاطى محمود


